TD 11

CALCUL MATRICIEL
Dans tout ce TD, n € N*.
Exercice 1. On considere
1 0 -1 1 2 3
A= -2 3 et B=| 0 1 2
0O 1 1 1 35

Calculer A + B, AB et BA.

Exercice 2. Trouver tous les produits matriciels possibles parmi les matrices suivantes et les calculer.

1 23
1 -1 13 1 2
X=(0 2 3) Y_<_1) Z_( 0 1 5) A_(2 1) B=|3 21
213
1 - 1
Exercice 3. SoitJ = | : : | € M,(R). Calculer J?. En déduire J* pour tout k € N*,
|
020 3 2
Exercice 4 (Matrice nilpotente, décomposition D+ N). SoitN=| 0 0 1 |etA=| 0 3 1
0 00 00

1) Soit k € N. Déterminer NK. En déduire AX.

2) On considere les suites (u,), (v,), (w,) définies par ug = vy = wp = 1 et la relation de récurrence, pourn € N,

Upy1 = 3uy+2vy
Vn+l = 3+ wy
Wnil = + 3wy,

Déterminer les valeurs de u;,, v,, w;.

Exercice 5. Soit k € N*, Calculer la puissance k-ieéme des matrices suivantes :

Lo 211 101
A:<_1 1) B=|1 21 c=(010
112 10 1

1 0
2 0
une solution M de cette équation.

Exercice 6 (x). OnposeA = ( ) . On cherche toutes les matrices X € M;(R) telles que X 2 — A. On considere

1) Montrer que M commute avec A.

2) En déduire que certains coefficients de M sont nuls. Conclure.
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0O 1 -1
Exercice 7. On considere lamatriceA= | —3 4 —3 |.CalculerA> —3A + 215. En déduire AL
-1 1 0

Exercice 8. Déterminer si les matrices ci-dessous sont inversibles et, lorsque c’est le cas, calculer leur inverse

2 41 1 23 -1 0 2
A= 2 51 B=| 011 C= 0 0 1
1 21 0 2 3 0 -1 1

Exercice 9. On considere les matrices

-1 2 10 11
=(m3) eGs) ()
1) Montrer que P est inversible et calculer Pl

2) Vérifier que A = PDP !,
3) En déduire A* avec k € N*.

Exercice 10. Soit A € M, (R) une matrice telle que A = I,. On pose
E ={al, +bA | a,b € R}

Montrer que (E,+, X ) est un anneau commutatif.

=1(55)

Montrer que (G, X ) est un groupe. Est-ce un sous-groupe de GL,(R) ?

Exercice 11. On pose

X € R*} C My(R)

Exercice 12. On considere le systéme de gauche ci-dessous. Un taupin un peu hatif réalise les opérations suivantes
enmémetemps: Ly < Ly —Ly; Ly < Ly — L3 ; L3 < L3 — L;. Il obtient alors le systéeme de droite :

2x+2y+z=0 x—2z=0
x+2y+2z=0 —x+y=0
2x+y+2z=0 —y+z=0

Résoudre ce second systeme. Est-il équivalent au premier ?

Exercice 13. Résoudre les systemes suivants

x+y=1

e y43 x+y+z=0 =

1) {2_ 3y+1 2) Sx+y+tr=-—1 3) y+t_3
X = =

Y 42 =1 f+ )

w =
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Exercice 14. Déterminer les valeurs de m € R telles que le systéme suivant soit compatible :

x+y+z=3
2x+4y—3z=-2
—1-3y+4z=m

Exercice 15. Montrer que pour toute matrice M € M,(R), il existe un unique couple (A,S) € A,(R) x S,(R) tel
queM =A+S.

Exercice 16. SoitA,B € S,(R). Montrer que AB € S,(R) si et seulement si A et Bcommutent.

Exercice 17. Soit A € M,(R). Onpose B=A"A.
1) Montrer que B est une matrice symétrique.
2) Montrer que les coefficients diagonaux de B sont positifs.

3) Montrer que si B =0, alors A = 0.

2

a- ab ac
Exercice 18. Soita,b,cc RetA= | ab b* bc
ac bc c*
a
1) Calculer | b (a b c).
c

2) En déduire A* avec k € N*.
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